Tecniques de reconstruccié d'imatges en SPECT
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Introduccidé

L’espectacular aveng en la tecnologia medica que s’ha
produit en els darrers anys, i 'augment de poteéncia
de calcul dels ordinadors, han generalitzat la utilizaci6
de tecniques cada vegada més sofisticades en 'ambit
del diagnostic per la imatge. En l'actualitat disposem
de tecniques d’obtencié d’imatges biomediques que, en
aportar informacié complementaria morfologica i fun-
cional, estan augmentant la capacitat de diagnostic
mitjangant técniques no invasives. Com a exemple
cal destacar la tomografia per ordinador de raigs X
(TO) —impropiament coneguda com a TC o tomografia
computeritzada—, ’ecografia, la ressonancia magnetica
nuclear (RMN) i la tomografia d’emissié de fotons, en les
dues vessants, emissié de foté unic (SPECT, single pho-
ton emission computed tomography) o emissié de dos
fotons d’aniquilacié (PET, positron emission tomogra-
phy). Aixi, les radiografies convencionals d’atenuaci6
de raigs X, o les gammagrafies planars obtingudes per
emissio de radiacié v d'un tragador, s’han vist comple-
mentades amb imatges transversals del cos huma, obtin-
gudes a partir de projeccions bidimensionals.

La tomografia de SPECT és una de les tecniques
rellevants en 'ambit del diagnostic per la imatge en
medicina nuclear. Agquesta técnica permet obtenir la
distribuci6 tridimensional d'un tragador radioactiu a
lorganisme a partir de les projeccions bidimensionals
obtingudes cn difcrents angles.

Encara que la finalitat de la reconstruccié to-
mografica és la d’obtenir la distribucié tridimensional
del tracador a partir del coneixement de les projeccions
bidimensionals, la manera practica de resoldre el pro-
blema no és, en general, efectuar una inversié tridimen-
sional, siné que el calcul s’efectua per seccions, resolent
una serie de problemes bidimensionals independents.
L’algorisme més comii en la rutina medica és el basat
en el metode de retroprojeccid filtrada (Kak, 1984), pero
altres métodes iteratius, deterministes (ART, algebraic
reconstruction technique) (Oshoui-Fard, 1988) o basats
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en el coneixement de la distribucié estadistica de les
dades (MLE, maximum likelihood estimation) (Shepp,
1982) han estat desenvolupats al llarg dels darrers anys.

En aquest treball es fa un estudi dels diferents
metodes de reconstruccié i, des d’una perspectiva gene-
ral, es donen els fonaments dels algorismes. Cal remar-
car que, ateés que en moltes de les tecniques d’obtencid
d’imatges el problema de la reconstruccié és formal-
ment ideéntic, si més no en condicions ideals sense efectes
degradants, els algorismes de reconstruccié d’imatges to-
mografiques sén aplicables en diferents camps.

En lestudi dels algorismes de reconstruccié en
SPECT s’utilitzen objectes simulats (fantomes nume-
rics) que permeten reproduir el procés de formacié de les
projeccions de forma controlada. A partir de les projec-
cions es realitza la reconstruccié pels diferents metodes
i es comparen els resultats obtinguts. Finalment es pre-
senten els resultats d’aplicar un dels metodes, ART, a
un estudi real del cervell.

Plantejament del problema de la
reconstruccié tomografica

El problema general que es vol resoldre és el de generar
una imatge tridimensional a partir de diferents pro-
jeccions bidimensionals obtingudes experimentalment a
partir d’aquella imatge. Aquest problema és, en gene-
ral, de dificil solucié i molt costés de realitzar, tant pel
que fa al temps de calcul com per la memoria que ne-
cessita I'ordinador. Com ja s’ha dit, una simplificacié
que es fa de manera quasi sistematica és resoldre el pro-
blema per cada seccié. Aixo implica que no hi ha in-
teraccié entre les diferents seccions, la qual cosa no és
estrictament certa, ja que la difusié Compton i la geo-
metria del detector fan que a un punt de la projeccié
arribin fotons de diferents plans de 1'objecte. Encara
que amb aquesta simplificacié no és possible obtenir la
reconstruccié ideal, la perdua de resolucié derivada es
considera acceptable. En aquest treball considerarem la
reconstruccié bidimensional a partir de projeccions uni-
dimensionals. El procés es pot ampliar de forma senzilla
a la reconstruccié tridimensional, ja que el problema és
formalment ideéntic i I'iinica dificultat és de tipus practic.

La figura 1 mostra un esquema que descriu el procés
de formacié d’una projeccié. Sigui f(x,y) la distribucid
bidimensional de la seccié considerada. La projeccid en
una direccié que forma un angle # amb 'eix de les x es
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Figura 1: Esquema del procés de projeccié analitica d’una
seccié tomografica

pot expressar de la forma

polt) = // fle.y)o(xcos @ + ysind — t)dudy.

Variant I'angle # obtindrem la projeccié per a cada ori-
entacid. El problema de la reconstruceid és el d'obtenir
cada seccid f(w,y) a partir de les corresponents projec-
cions py(t). El conjunt de totes les seccions constituira
la imatge tridimensional.

Reconstruccio en condicions ideals

Retroprojeccio filtrada

El métode de retroprojeceid filtrada, deduit de manera
formal a 'apéndix A, per reconstruir f(x,y) a partir
de les seves projeccions es pot descriure a partir dels
seglients passos:
— Es filtra cadascuna de les projeccions pg(t) amb un
filtre h(t), que és la transformada inversa del filtre de
rampa H(w) = |w|, a l'espai de Fourier. Aixo0 es pot fer
convolucionant a l'espai real cada projeccié amb h(t),
o passant a l'espai de Fourier i multiplicant pel filtre
H(w). Lefecte d’aquest filtre és recuperar les compo-
nents d’alta freqiiencia que s’han perdut en el procés de
projeccio.
— Se sumen punt a punt les projeccions, ja filtrades,
tenint-ne en compte la direccid.  Aix0 requerird un
procés d'interpolacid.

El meétode de retroprojeccié filtrada, tal com 'hem
descrit, proporciona una reconstruceid exacta quan les

projeccions son les teoriques (Kak, 1984).

A la practica, pero. i com a conseqiiencia del mateix
disseny de la técnica, 'obtencié d’imatges en SPECT
inclon una serie de fenomens que 'allunyen de ser un
cas ideal. Entre d'altres, que seran estudiats en els
apartats segiients, un d’especialment important és el
soroll que afecta les projeccions, a causa, sobretot del
caracter aleatori del fenomen radioactiu que les ori-
gina. Kl fet que aquest soroll estadistic contingui com-
ponents d’alta freqliencia té conseqiiencies importants
en la reconstruccid. En efecte, la utilitzacié del filtre
H(w) = |w|, associat al métode de retroprojeccié fil-
trada, potencia molt les components d’alta freqiiéncia i,
per tant, amplifica el soroll. Aquest fet es compensa fil-
trant 'alta freqiiéncia de les projeccions abans de retro-
projectar, i 'eleccid del filtre és de gran importancia en
el resultat final.

Es pot demostrar que el métode de retroprojeccid
filtrada fa la hipotesi implicita que la distribucio de
soroll és gaussiana i, per aquesta distribucié, minimit-
za el soroll de la reconstruccio. En realitat, la deteccid
dels fotons que contribueixen al valor de cada pixel de la
projeccid segueix una estadistica de Poisson, amb valor
mitja i variancia n, on n és el nombre de fotons acumu-
lats a cada pixel. Aquest fendémen a més d’altres que
seran discutits posteriorment, fa que la retroprojeccié
filtrada no sigui el métode Optim de reconstruccid to-
mogralica en SPECT i que tingui sentit plantejar-se la
utilitzacio d’altres algorismes. Cal dir, pero, que la rapi-
desa informatica de la retroprojeccié fa que, avui en dia,
encara sigui el metode més emprat en la rutina clinica.

Meétodes iteratius de reconstruccio

Meétodes deterministes: reconstruccio

algebraica (ART)

En el procés de formacié de les projeccions en un sistema
de SPECT ideal es pot fer un plantejament geometric a
partir d’un esquema tal com el descrit a la figura 2. En
la figura, 2:; representa el valor del pixel j de la imatge
bidimensional i p;. el valor en un punt 7 del conjunt
de totes les projeccions. El procés de projeccid es pot
descriure pel sistema '

N
Z‘wijifj = i = iy My
j=1

on N és el nombre de pixels de la imatge i M el nom-
bre total de punts en les projeccions (igual al nombre
de punts de cada projeccié multiplicada pel nombre de
projeccions). El coeficient w;; representa la contribuciéd
del pixel j de la imatge al punt i de la projeccio. Tenint
en compte només consideracions de tipus geometric, el
valor de w;; es pot considerar igual a la fraccié d’area
interceptada pel pixel j en la direccié del punt i de la
projeccié, tal com ho indica la figura 2.
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Figura 2: Esquema que descriu el plantejanent algebraic de
la projeccid d’una seccié tomografica

D’acord amb lequacié de projeccid anterior, el
procés de reconstruceid tomografica consisteix a invertir
el sistema lineal per determinar 2; a partir del coneixe-
ment de les projeccions p; i dels pesos w,;.

La inversié del sistema d’equacions anterior presenta
dificultats practiques en la realitzacié. Cal tenir present
que el nombre d’equacions és molt gran (en un cas real
d’aplicaci6, amb seccions de 64 %64 pixels 1 60 projec-
cions de 64 punts, N = 4.096 1 M = 3.840). Aixo fa que
per invertir el sistema d’equacions anterior sTutilitzin
metodes iteratius.

Un dels metodes més coneguts és el de les projec-
cions, proposat per primera vegada per Kaczmarz (Kak,
1984). Cada solucié es pot considerar com un punt de
coordenades (x1,...,2x) en un espai de N dimensions.
En acquest espai cada una de les M equacions del sistema
que s’ha de resoldre representa un hiperpla. Si el sistema
té solucio, els hiperplans corresponents a totes les equa-
cions del sistema es tallen en un tnic punt, que és la
solucié. El metode consisteix a partir duna solueid ini-
cial arbitraria i projectar-la successivament sobre cadas-
cun dels hiperplans, iterant el procés fins a arribar a la
solucié desitjada. La figura 3 descrin aquest procés en
un cas senzill amb dues variables. Es facil deduir la
formula d'iteracié (Kak, 1984):

e — 3 2 Ly
i =2 ta (pr = T2 i) Whjs

> Wiy

on 2% = (x¥,..., 2% ) representa la solucié obtinguda a
la iteracié k, i wyp = (wgy, W2, ..., Wy ) son els coefi-
cients corresponents a l'hiperespai k. El parametre o
controla la rapidesa en la convergéncia del metode. En
aquest treball hem utilitzat un valor de 0,1 que permet
aconseguir imatges amb bona relacid senyal/soroll amb
poques iteracions. Com en tots el processos iteratius,
una de les dificultats d’aquest procediment de recons-
truccid és determinar el nombre optim d’iteracions ne-
cessari per obtenir una imatge amb les caracteristiques
més adients. En els exemples que es presenten en aquest
treball sTha utilitzat el nombre d’iteracions deduit en un
estudi realitzat préeviament (Ros, 1994; Llovet, 1993).
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Figura 3: Metode iteratiu d'inversic del sistera d’equacions
de projeccio

Métodes estadistics: estimacié de maxima
versemblanca (MLE)
L’estimacié de maxima versemblanga es basa en la na-
turalesa estadistica del soroll de les projeccions, que
segueix una distribucid de Poisson.

El sistema d’equacions

N
Z Wi = P pi== L wag UL

3=l

que deserin el procés de projeccid s'interpreta de manera
diferent a l'algebraica de l'apartat anterior. En aquest
cas els coeficients w,; representen la probabilitat que un
fotd detectat en el punt i d'una projeccid sigui degut
a una emissié produida en el pixel j de la imatge, i p;
és el valor esperat de la variable que descriu les projec-
cions. Suposant una distribucié de Poisson per a aquesta
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variable, es pot escriure I'expressié de la funcié de dis-
tribucié per a cada variable aleatoria de la projeccié i,
a partir d’aqui, una funcié de versemblanga, L(x), com
a producte de totes les funcions de distribucié. Aquesta
funcié de versemblancga descriu la probabilitat d’obtenir
unes determinades projeccions a partir d'una imatge.
El métode consisteix a buscar la solucié que fa maxima
aquesta funcié de versemblanca, és a dir, aquella solucid
que té la maxima probabilitat de donar les projeccions
experimentals.

La funcié L(z) és una funcié no lineal amb x i,
per tant, no existeix una solucié analitica general que
la faci maxima. Per aixo cal usar teécniques itera-
tives d’optimitzacié numeérica. En aquest cas, s'utilitza
l'algorisme EM (expectation-maximization). En cada
iteracié, el valor del pixel i s’actualitza d’acord amb
Pexpressio:

K 75 WijPi

i 3 Wi Y ?1)1;,::1:;“_1

Reconstruccid en condicions reals

Degradacions associades a I'obtencié de les
projeccions

Com ja s’ha apuntat anteriorment, en els casos reals les
projeccions obtingudes en SPECT estan degradades per
diferents causes:

Difusié Compton. Una de les causes d’error en la
reconstruccid d’imatges de SPECT és la deteccid de fo-
tons que han sofert difusié per efecte Compton en el pa-
cient i, com a conseqiiéncia, els han canviat la direccio i
Ienergia. Aixi, en ser detectats donen informacié falsa
sobre el punt d’emissié. L’efecte de la difusié Comp-
ton sobre les imatges reconstruides és, en general, una
perdua de contrast i resolucio.

Atenuacié. Una altra conseqiiéncia de la interaccio ra-
diacid-matéria és atennacio dels fotons en travessar els
diferents medis fins a arribar al detector. L’atenuacié,
que produeix una disminucié del nombre de fotons que
arriben al detector, segueix una llei exponencial, amb
una constant que correspon al coeficient d’atenuacio, j,
dels fotons en el medi. Aixo implica també una causa
de degradacié ja que punts amb la mateixa activitat
en l'objecte original tindran diferent contribucié sobre
les projeccions, depenent de la distancia al detector. Si
no es corregeix l'efecte de I'atenuacid, les imatges re-
construides presenten un distribucié caracteristica, amb
valors més elevats en la periféria per la major contribucié
dels fotons emesos en aquesta regio.

Resposta del detector. Les gammacameres utilitza-
des en SPECT presenten una baixa resolucié, per di-
ferents factors: l'estructura geometrica dels forats del
colimador, la penetracié i la difusié dels fotons en el
collimador, i la resolucid intrinseca dels detectors em-

prats. Com a conseqiiéncia, si tinguéssim un punt emis-
sor, la imatge reconstruida a partir de les seves pro-
jeccions no seria un punt siné una taca d’intensitat no
uniforme anomenada funcié de dispersié puntual (PSF,
point spread function). Aixi, les caracteristiques del
sistema detector de la mateixa gammacamera fan dis-
minuir la resolucié de les imatges. La PSF és una funcid
de les coordenades del punt emissor i es pot aproximar a
una gaussiana amb una desviacié estandard que depen
de la distancia des del punt emissor al detector.
Soroll. L’emissié de fotons v en una desexcitacio
nuclear és un procés aleatori. Aixi, les projeccions
enregistrades presenten fluctuacions estadistiques que
segueixen una distribucié de Poisson. La preséncia de
soroll en les imatges resulta, aixi, una caracteristica
intrinseca de les imatges de medicina nuclear.

A la figura 4 es presenta graficament l'efecte que
tenen la difusié, I'atenuacié i la PSFE del detector sobre
les projeccions. La presentacié dels fendmens implicats
en I'obtencié de les projeccions, encara que esquematica,
és suficient per veure que la realitat esta molt allunyada
de la situacié ideal. Com a conseqiiéncia, si no es té cap
precaucié, les imatges reconstruides poden estar forta-
ment degradades i la seva utilitat pot quedar limitada a
I'observacié visual. Si l'objectiu final és la quantificacio
d’un estudi a partir de les imatges reconstruides, es fa
necessari corregir 'efecte d’aquests factors degradants.

Correccié de les degradacions en el métode de
retroprojeccio filtrada

Per corregir la difusié Compton s’ha utilitzat el metode
de convolucié amb una funcié de difusio (Axelsson, 1984;
Llovet, 1992). Aquest métode modelitza l'efecte de la di-
fusié mitjancant la convolucié dels fotons primaris amb
una funcié exponencial de la forma f(z) = Aexp(—DBx),
on els parametres A i B, determinats experimentalment,
tenen el valor: A =0,0031 i B = 0,15cm™*. El procés
de correccié consisteix a realitzar una desconvolucio so-
bre les projeccions (Llovet, 1992).

El filtre de rampa, que proporcionaria la solucid
exacta sense soroll, amplifica les components d’alta
freqiiencia del soroll i per tant les imatges reconstruides
resulten molt sorolloses, 1 son, en alguns casos, inac-
ceptables. Per millorar la relacié senyal/soroll de les
reconstruccions cal utilitzar un filtre que esmorteeixi les
altes freqiiéncies (Oppenheim, 1988). Encara que, en
general, la PSF depén del collimador i de la posicié de
I'emissor, a la practica es fan aproximacions per tal de
simplificar el problema. Una de les més usuals és la
de suposar que la PSF és invariant, es a dir, indepen-
dent de la posicié del punt emissor. Suposant la in-
variancia espacial de la PSF, la degradacié introduida
pot ser corregida mitjangant les técniques de restau-
racié d’imatges basades en la utilitzacié del filtre invers a
I'espai de Fourier (Gonzélez, 1982). La correccid es pot
realitzar tant sobre la imatge final reconstruida com so-
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Figura 4: Esquema descriptiu de les degradacions que poden afectar les projeccions en un estudi de SPECT
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bre les projeccions abans de la reconstruccié. En aquest
treball s’ha utilitzat el filtre de Metz (Todd-Pokropek,
1982) que permet la millora de la relacié senyal/soroll i
la correccié simultania de la PSF sobre les projeccions.
Aquest filtre s’aplica en 'espai de Fourier, de manera
que la transformada de cada projeccié es multiplica per
la funcié

Fw)=w-[1-1-H*w)] [1/Hw),

on w és la freqiiéncia i H(w) és la funcié de transferencia
del sistema (transformada de Fourier de la PSF sobre
les projeccions). Aixi, el terme w és la funcié rampa,
1 — (1 — H*(w))? és el factor de suavitat i 1/H(w) el
filtre invers de restauracié. El parametre ¢ controla el
grau de suavitat de la imatge final.

Per corregir l'efecte de I'atenuacié hem utilitzat el
metode de Chang (Chang, 1978), que s’aplica a cada
seccid reconstruida considerant el coeficient d’atenuacio
constant (= 0, 15cm™1).

Veiem, doncs, que en la retroprojeccio filtrada, la
correccié de les degradacions es realitza sobre les pro-
jeccions (difusio), en el procés de reconstruccié (soroll i
PSF) o sobre la imatge reconstruida (atenuacio).

Correccio de les degradacions en els metodes
iteratius

L’avantatge que presenten els metodes iteratius sobre
la retroprojeccio filtrada és que permeten incorporar la
correccié de les degradacions en el mateix procés de
reconstruccié. Una vegada escollit un model de pro-
jeccié podem anar incorporant en la matriu de pesos w;;
I'efecte dels diferents fenomens. El grau de precisié en
la modelitzacié de les projeccions dependra de cada pro-
blema concret i de la capacitat de 'ordinador. En aquest
treball hem inclos en la matriu de pesos l'atenuacio i la
PSF del detector com a funcié de la distancia. Per a
I’atenuacid, la contribucié de cada pixel a una projeccid
ha estat pesada pel factor exp(— > pid;), on p; és el
coeficient d’atenuacié de cada pixel travessat pel fotéd
en el seu camfi cap al detector, d;, la distancia mesurada
sobre cada pixel i la suma s’estén sobre tots els pixels
que travessa el foté fins al detector. Pel que fa a la PSF,
mesures experimentals ens han permes determinar la o
de la gaussiana que representa la PSF del sistema per
les distancies d’'interes (o = 0,0275d+0,2, o i d en cm).
La difusi6é s’ha modelitzat per una funcié tnica que no
depen del punt, igual que en el cas de la retroprojeccié
filtrada. Amb aquesta simplificacié, l'efecte de la difusié
es pot corregir sobre les projeccions de manera senzilla.

Imatges reconstruides

A la figura 5 es presenta la reconstruccié d’una imatge
corresponent a un objecte amb coeficient d’atenuacié
constant de valor 0,15 cm™'. Com podem veure a la
figura 5a, la secci6 és circular (de 20 cm de diametre)
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Figura 5: Excumple de reconstruccio amb atcnuacié uni-

forme: (a) Objecte, (b) Reconstruccié amb RF corregint
totes les degradacions, (c¢) Reconstruccié amb ART corregint
totes les degradacions, (d) Reconstruccié amb MLE corregint
totes les degradacions

amb el tragador repartit uniformement excepte dins els
sis cercles interns (de diametres 5, 4, 3, 2, 1,51 1 cm)
en els quals no hi ha tragador. Les figures 5b, 5c i
5d mostren les reconstruccions del model amb els di-
ferents metodes 1 corregint totes les degradacions. Aixi,
la figura 5b correspon a la reconstruccié utilitzant la
retroprojeccié filtrada amb un filtre de Metz en el qual
q = 3 1 PSF gaussiana amb ¢ = 0,67 cm, que corres-
pon a una distancia mitjana del detector a I'objecte de
17 em. La figura 5c correspon a la reconstruccié amb
IART i després de 10 iteracions. A la figura 5d es
presenta el resultat amb MLE i 64 iteracions. Podem
veure que, en aquest cas d’atenuacié uniforme, les tres
teécniques proporcionen reconstruccions similars, amb
petites diferéncies en la uniformitat del fons que estan
associades al grau de suavitzacio.

A la figura 6 podem veure el model, (a), i les imatges
reconstruides amb els diferents metodes ,(b), (¢) i (d),
per a un objecte en que les diferents regions presenten
un coeficient d’atenuacié diferent. Aixi, 'ellipse major
té un coeficient d’atenuacié de 0,15 em™!, les dues el-
lipses collocades simetricament, que simulen el pulmd,
tenen un coeficient de 0,016 cm ™! i els cercles petits
tenen un coeficient d’atenuacié de 0,18 cm™!. Les imat-
ges reconstruides estan corregides de totes les degrada-
cions i varen ser obtingudes utilitzant els mateixos va-
lors dels parametres de reconstruccié que a la figura 5.
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Figura 6: Exciple de reconstruccio aimb atcnacio no uni-
forme: (a) Objecte, (6) Reconstruccié amb RF corregint
totes les degradacions, (c) Reconstruccié amb ART corregint
totes les degradacions, (d) Reconstruccié amb MLE corregint
totes les degradacions

Es pot apreciar una notable diferéncia entre les recons-
truccions obtingudes amb la retroprojeccié filtrada i els
dos metodes iteratius. A diferencia del cas d’atenuacié
uniforme de la figura 5, en la reconstruccié amb un
mapa d’atenuacié no uniforme, els metodes iteratius
consegueixen reconstruccions de qualitat sensiblement
millor. Veiem també, que ART conserva millor la
grandaria de les ellipses interiors que MLE.

Finalment, a la figura 7 presentem la reconstruccié
d’una seccié d'un estudi de SPECT cerebral utilitzant
PART com a metode de reconstruccié. Per poder
comparar la infludncia de la correccié de les diferents
degradacions, a la figura 7a es pot veure la reconstruccid
sense cap correccié i, a la figura 7b, després de corre-
gir totes les degradacions, amb l'utilitzacié d'un mapa
d’atenuacié uniforme amb g = 0,15 em~! i 20 itera-
cions. En aquest exemple es fa palesa la importancia de
la correccié en la qualitat de la imatge.

Apendix A

Al. Teorema de la seccié central

Sigui f(z,y) la funcié bidimensional que representa
una imatge plana. Suposem que tenim una projeccié
d’aquesta imatge en una determinada direccié. Triant
els eixos de referencia de manera que 'eix « quedi en la

a b

Figura 7: Reconstruccié d’un estudi real del cervell: (a)
Reconstruccié amb ART sense corregir cap degradacid, (b)
Reconstruccié amb ART corregint totes les degradacions

direccié de projeccid, podrem escriure:

oC
ply) = / [z, y)da.
—00

La transformada de Fourier de la imatge f(z,y) es pot
expressar com:

F(u,v) = / /_00 f(z,y) exp [—i2m (zu + yv)] dedy,

on (x,y) sén les coordenades en el pla de la imatge i
(u,v) les corresponents freqiiencies espacials en el pla
de Fourier.

Agafant u = 0 podem escriure:

. 0o
F(O,v)=// f(z,y) exp [—i2myv] dzdy,
és a dir

F(0,v) = /OC p(y) exp [—i2myv] dy,

—0o0

Aquesta expressié descriu I'anomenat teorema de la
seccié central: la transformada de Fourier unidimen-
sional d’una projeccié p(y) és una seccié central de
la transformada de Fourier bidimensional de la imatge
f(@,y).

Ja que 'eleccié dels eixos cartesians de referéncia és
arbitraria, el resultat final és valid per a qualsevol pro-
jeccid, encara que no coincideixi amb la direccié d'un
dels eixos. Aixi, generalitzant la notacio, sigui pg(t) la
projeccié de f(z,y) en la direccié 0:

00

po(t) = / / flz,y)0(x cosb + ysinf — t)dxdy.
o =Y

La seva transformada de Fourier sera

Py(w) = / po(t) exp [—i2mtw] dt
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sent t = xcosf + ysind. Tenint en compte el teorema de la secci6 central, podem

Si escrivim  F(u,v) en coordenades polars, i escriure:
lPanomenem F(w,f), on u = wcosf i v = wsinf, el ,r
teorema de la seccié central s’escriu: flzyy) = / py(xcosf + ysinb)do,
0
Py(w) = F(w,8). on
oo
S 'tz/wae 2mtw] dw,
A2. L’algorisme de retroprojeccid filtrada Po(t) . s sl
A partir de la descomposicié de Fourier de la imatge o bé: pj(t) = pe(t)*h(t), amb
f(x,y) podem escriure: .
_p poo . _ h(t) = |w| exp [i27tw)] dw.
fzy) = [ [ . F(u,v)exp[i2n(zu + yv)] dudv = -

= fo% J5° F(w,8) exp [i2m(zw cos §+

Es a dir: la imatge bidimensional f(z,y) pot obtenir-
+ ywsin 0)| wdwdfh =

se punt a punt com una integral o suma per a totes

= [ [ [ F(w,9)|w|exp(i27rwt)dw] do, les direccions 6 de les projeccions pg(t) filtrades amb
- un filtre h(t) que és la transformada de Fourier inversa
on sha aplicat que F(w,0 + w) = F(-w,0). d’una funcié rampa H(w) = [w|.
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